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[ Definicja i wtasnosci funkcji o wahaniu skonczonym ] [ Kryteria istnienia funkcji o wahaniu skonczonym J

/Niech f bedzie funkcjg okreslong na przedziale [a,b]. Podzielmy przedziat \

a=x, <% <..<X —b orazwyznaczmy liczbe Aby funkcja f (x) miata na przedziale [a,b] wahanie skonczone, potrzeba i wystarcza,

aby mogta byc¢ przedstawiona jako roznica dwoch funkcjirosngcych i ograniczonych

bezsunfx.—fx. 1
J(F)=sup 2| F(x) = T ()| ® 00 g h) 5
gdzie supremum jest wziete po wszystkich podziatach skonczonych P \ /

przedziatu [a,b]. Liczbe W.” (f) nazywamy wahaniem funkcji f na przedziale

[a,b] lub wariancjg funkcji na tym przedziale. / \

. . b . . . . ’
K\Jeze“ W, () <, to funkcja f nazywa sie funkcjg o wahaniu skoriczonym. / Jesli funkcje f na przedziale [a,b] skonczonym badz nieskoficzonym mozna przedstawic

jako catke o zmiennej gornej granicy catkowania

f(x)=c+ j¢(t)dt (6)

gdzie funkcja ¢(t) jest bezwzglednie catkowalna na [a, b], wtedy funkcja f (x) ma wahanie

1. Dla dowolnej funkgiji f :[a,b] > R mamy | f (b)— f(a) |<W_>(f) (2) skonczone na przedziale [a, b] oraz

Przykiad \ W () < [lo(t) | dt (7)/

Wezmy funkcje f (x) =cosx na przedziale [0, 37”]. Lewa strona nierownosci

Przyktad

(2) przyjmuje wartosc¢

| cos(%[) —cos(0) |=1

Zatézmy, ze funkcja f ma wahanie skonczone na przedziale [a,b], a funkcja g
Natomiast wariancja tej funkcjina podanym przedziale wynosi 3.
przedstawiona jest w postaci

Zatem warunek (2) jest spetniony

2 _[f@dt  dia xe(ab]
X—ad

2. Suma, roznica oraz iloczyn funkcji o wahaniu skonczonym jest funkcjg g(x) =

0 dla x=a

\

o wahaniu skonczonym. |
Z twierdzenia o rozktadzie kanonicznym Jordana wiemy, ze

F(x) = (x)—w(x)

3. Jezeli f(x)ig(x)sg funkcjami o wahaniu ograniczonym i dodatkowo _ _ o _ -
Funkcje ¢(x) i (x) sg monotonicznie rosngce i sg catkowalne w sensie Riemanna

f(x)

natozony jest warunek | g(x) [> o >0, toiloraz T jest takze funkcja na przedziale [a,b]. Zatem
g(x

b b b
o wahaniu ograniczonym. [ £00dx = [(x)dx— [y (x)dx

4. Niech f :[a,b] — R jest funkcjg o wahaniu ograniczonyminiech 4 < R. Korzystajgc z tego, ze funkcja ¢ jest rosnaca na [a,b] pokazemy, ze na tym przedziale

, : : ... , _ _ rosngca jest takze funkcja g, ktéra zadana jest wzorem
Wowczas funkcja Af jest rowniez funkcjg o wahaniu ograniczonym.

-

Ponadto LIgo(t)dt dla x e (a,b]
g(x)=4%X~2a%
W, (AF ) =| 2 |W, () (3

0 dla x=a

\

Jezeli <b, t
5. Jeslifunkcja f (x) ma wahanie skonczone na przedziale [a,b], todlaa < x <b czelia<x<y °

. 1 y 1 X X — y X 1 y
wahanie 9() - 900 == j p(t)dt———— j POt = j PO+ _[gp(x)dt >
g(x) =W, (f (1)) (4) . y -
X—y 1 B X—Yy ~
jest funkcja ograniczong irosnacag zmiennej . = (x—a)(y—a) ,£¢(t)dt * y_a £¢(X)dt ~—al—a) £(€0(X) @(t))dt =0

Zatem funkcja g jest rosngca na przedziale [a,b]i ma wahanie skonczone na tym przedziale,

co nalezato pokazac.
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