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Pojecie translokacji wigze sie z przemieszczaniem czgstek biologicznych o strukturze
polimera poprzez pory o nanometrowych rozmiarach [1]. Tego typu procesy mozna
obserwowac podczas przechodzenia czastek DNA badZz RNA [2] poprzez pory komorkowego
jadra, transport biatek poprzez kanaliki w membranach czy infekcji komorki poprzez wirus.
Za sprawg potencjalnych technologicznych zastosowan, jak szybkie sekwencjonowanie
DNA, terapia genowa czy dostarczanie lekow do wybranych grup komoérek, zjawisko
translokacji stato sie obiektem wielu eksperymentéw, symulacji numerycznych oraz
teoretycznych rozwazan [3].

W niniejszej pracy dla zbadania dynamiki tego zjawiska wykorzystano model sieciowy
(jedno i dwuwymiarowy) oparty o dyskretyzacje potozen mas, gdzie dozwolone przejscia
pomiedzy poszczegdlnymi konfiguracjami o zapewniajg integralno$¢ fancucha. Dzieki
wprowadzeniu dodatkowych powigzan miedzy koncowymi i poczatkowymi konfiguracjami
mozna byto nadac¢ translokacji cech procesu periodycznego. Tym samym ewolucja w czasie
mogta by¢ analizowana w ramach formalizmu procesow losowych [4,5], opartego o tzw.
Master Equation

dP(o.tydt = S5 Hg o P(0'0).

Opisuje ono ewolucje czasowg gestosci prawdopodobienstwa P(o,t), gdzie o oznacza
mikroskopowg  konfiguracje uktadu. Elementy macierzy stochastycznej H sg
prawdopodobienstwami przeskoku na jednostke czasu pomiedzy réznymi konfiguracjami.
Jako rozwigzanie otrzymujemy rozktad prawdopodobienstw dla poszczegdlnych konfiguracji
w stanie stacjonarnym, gdy t— .

Aby otrzymacé Sciste wyniki dla tancucha o dlugosci rzedu N=10, niezbedne byto
rozwigzanie wielkoskalowych uktadéw réwnan liniowych wymagajacych aplikacji
zaawansowanych algorytméw numerycznych i obliczeh réwnolegtych. Diuzsze fancuchy,
rzedu N=100 analizowane byly z wykorzystaniem metody prébkowania podprzestrzeni
konfiguracji w konwencji szeregéw czasowych (metoda Monte Carlo).

Dla poréwnania z danymi eksperymentalnymi zaproponowano metode obliczania
czasu translokaciji, predkosci transportu masy w zaleznos$ci od natezenia pola elektrycznego
w porze, jak i od dlugosci tahcucha [5]. Takze uwzgledniono wptyw sprezystosci tahcucha
istotnie wptywajgcych na zdolno$¢ kumulowania masy.
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Modelowanie matematyczne procesow ziozonych jest cigglym wyzwaniem dla
wspoétczesnych badaczy. W odréznieniu od uktadow prostych, gdzie do opisu dynamiki
wystarczy znajomos$¢ teorii rownan rézniczkowych, uktady ztozone cechujg sie zmiennoscig
struktur w nich wystepujacych, wielkoskalowosécig oraz nieliniowym charakterem w opisie
relacji pomiedzy parametrami.

Pomimo szeregu badan eksperymentalnych i otrzymanych doswiadczalnych wynikow
mechanika ukfadéw zioZzonych nie jest do konca rozpoznana. Powszechnie stosowane
prawa nie majg poprawnej ilustracji matematycznej, np. wspodtczynniki charakteryzujace
wielkosci fizyczne sg zalezne od skali. Prawa dotychczas sformutowane dla ukfadéw
ztozonych nie sg adekwatnie opisane w modelach matematycznych. Stad pojawienie sie
w literaturze rachunku operatoréw catkowych irézniczkowych niecatkowitego rzedu [1],
bedacych uogdlnieniem klasycznego rachunku rézniczkowo-catkowego, moze stanowic
przyczynek do gtebszego poznania natury ukladow ztozonych. Obecnie rézne grupy
badawcze starajg sie wykorzystaé rachunek niecatkowitego rzedu w fizyce, mechanice,
biologii, chemii. W odrdznieniu od klasycznego rachunku operatoréw catkowitego rzedu,
ktére zalezg tylko od lokalnego zachowania funkcji, operatory frakcyjne akumulujg catg
historie tejze funkciji.

Celem wyktadu bedzie przedstawienie:

e licznych definicji i wkasnosci operatoréw niecatkowitego rzedu,

wynikéw wiasnych dotyczacych rozwijania funkcji w szeregi na potprostej lub na odcinku,
dyskretyzacji pochodnych niecatkowitego rzedu, zaréwno lewo- jak i prawostronnych,
filozofii modelowania uktadéw ztozonych,

ilustracji matematycznej znanych praw zachowania masy, pedu i energii termicznej dla
uktadow ztozonych.

Przyktadowo na rysunku 1 pokazano przyktad rozwiniecia funkcji w szereg [2].
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Rys. 1: Rozwiniecie funkcji w szereg na przedziale [x,x+Ax]
Jednym z przyktaddéw zastosowania takiego rozwiniecia bedzie ilustracja warunku statycznej
rownowagi sit masowych i powierzchniowych dla uktadu ztozonego. Wg [2] warunek ten
wyglada nastepujaco
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gdzie F; jest sktadowg wektora sity masowej, p jest cisnieniem statycznym uktadu ztozonego,
Ax; to wymiar elementu objetosci kontrolnej, £ jic jest znanym symbolem Ricciego, I to

funkcja gamma, natomiast "FDL, jest pochodng lewostronng niecatkowitego rzedu okreslong

w sensie Caputo [1], natomiast niecatkowity rzad tego operatora y jest utozsamiany ze
stopniem heterogenicznoséci uktadu ztozonego.



W odréznieniu od klasycznego warunku réwnowagi, gdzie poszczegdlne wymiary
elementu objetosci kontrolnej dazg do zera, a tym samym objetos¢ kontrolna dazy do zera,
dla warunku réwnowagi (1) objetos¢ elementu kontrolnego jest rézna od zera. Jest to
podstawowa cecha modelowania matematycznego uktadu ztozonego, gdzie do jego opisu
nie jest wymagana znajomos¢ struktury wewnetrznej, a jedynie okreslenie nieliniowego
zachowania funkciji opisujgcej proces globalny, zgodnie z rys. 1.
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Modelowanie przeptywu ciepta w skali mikro
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Prawo Fouriera i wynikajace z niego powszechnie znane réwnanie dyfuzji zostato
sformutowane przy zatoZzeniu, ze gradient temperatury i wynikajgcy z niego lokalny strumien
ciepta pojawiajg sie rownoczesnie (impuls cieplny przenosi sie natychmiastowo).
Rzeczywiscie, przebieg typowych proceséw cieplnych zachodzacych w skali makro
(chtodzenie, nagrzewanie, przemiany fazowe itd.) jest wystarczajgco doktadnie opisywalny na
gruncie podejscia klasycznego.

Analiza przeptywu ciepta w przypadku nowych technologii dotyczgacych obszaréw mikro
o wymiarach liczonych w nanometrach i poddawanych oddziatywaniom zewnetrznym o czasie
trwania rzedu pikosekund wykazuje, ze w takich przypadkach prawo Fouriera nie jest
spetione. Typowym przykladem procesu charakteryzujgcego sie wymienionymi wyzej
cechami jest oddziatywanie lasera na jednorodne lub niejednorodne ultracienkie warstwy
metalowe (technologia wytwarzania réznorodnych urzadzen elektronicznych). Podobne
Zjawiska wystepujg przy wytwarzaniu ogniw fotoelektryczych, materiatéw termoelektryczych,
systemow mikroelektromechanicznych (MEMS).

W referacie zostang przedstawione rézne opisy matematyczne przeptywu ciepta w skali
nano oraz mikro, miedzy innymi dwu-temperaturowe modele paraboliczne i hiperboliczne
okres$lajace rozktad temperatury gazu elektronowego i sieci krystalicznej w mikroobszarach
metalowych oraz modele z czasami opdznien. Te ostatnie bazujg na zmodyfikowanym prawie
Fouriera, do ktérego wprowadza sie odpowiednie parametry ,,wymuszajgce" opdznienie
strumienia ciepta w stosunku do gradientu temperatury. W modelu prowadzacym do réwnania
Cattaneo jest to tzw. czas relaksacji 14, ktory mozna interpretowac jako Sredni czas osiggniecia
przez elektrony nowego stany energetycznego. W modelach z podwdjnym opdznieniem (dual-
phase-lag-models) obok czasu relaksacji wprowadza sie czas termalizacji 1+ (Sredni czas
osiggniecia stanu réwnowagi w ukfadzie elektrony-sie¢ krystaliczna). Koncowa posta¢ rownan
energii dla modeli nieklasycznych jest, w poréwnaniu z réwnaniem dyfuzji, duzo bardziej
skomplikowana.

Efektywne rozwigzania bardziej ztozonych zadan brzegowo-poczatkowych przeptywu
ciepta w mikro-obszarach mozna uzyskac tylko metodami numerycznymi. W koncowej czesci
referatu zostang pokazane przyktady obliczeh, w ktérych giéwnie stosowano metode réznic
skonczonych.



Analiza numeryczna przeptywu ciepta w tkance poddanej dziataniu
zewnetrznego zrédtia ciepta

Bohdan Mochnacki, Instytut Matematyki Politechniki Czestochowskiej
bohdan.mochnacki@im.pcz.pl

W pracy rozpatruje sie niejednorodny obszar tkanki skérnej (naskorek, skéra
wiasciwa, tkanka podskérna), na ktoéry oddziatywuje zewnetrzne zrédto ciepta o rozktadzie
parabolicznym lub gaussowkim (zadanie osiowo-symetryczne). Nieustalone pole
temperatury w tkance opisuje ukfad réwnan parabolicznych z dodatkowymi sktadnikami
determinujacymi perfuzje krwi oraz procesy metaboliczne (tzw. réwnanie Pennesa). Na
granicach miedzy podobszarami zadane sg warunki idealnego kontaktu. Na czesci
powierzchni naskorka warunek brzegowy (warunek Neumanna) wynika z zadanej postaci
funkcji opisujacej strumien ciepta doptywajacy do obszaru tkanki, na pozostatych
powierzchniach umownie ,wycietego" z tkanki obszaru walcowego zadano warunki
adiabatyczne. Celem badan bylo okreslenie dopuszczalnej dawki termicznej nie powodujacej
destrukcji tkanki na skutek oparzen. Decyduje o tym przekroczenie na powierzchni miedzy
naskérkiem a skérg wlasciwg pewnej temperatury granicznej. Zadanie rozwigzano metodami
numerycznymi, a otrzymane wyniki pozwolity na wszechstronng analize proceséw cieplnych
w uktadzie tkanka-zrédto. Beda one przedstawione w korncowej czesci wyktadu.

WARSZTATY

Gry dydaktyczne w nauczaniu matematyki

Grazyna Rygal, Instytut Matematyki i Informatyki
g.rygal@ajd.czest.pl

Podczas zaje¢ zaprezentowane bedg gry dydaktyczne rozwijajgce wyobraznie
przestrzenng, logiczne myslenie, zasade optymalizacji, spostrzegawczos¢. Wsrdd
zaproponowanych gier bedg miedzy innymi:

1. Bio — klocki Niki

2. Wieza z Hanoi

3. Super Farmer
Ad1. Gra skiada sie z 8- prostopadtosciennych klockéw drewnianych, znajgc trzy pfaskie
rzuty bryty: z géry, z przodu i z boku nalezy zbudowa¢ bryte.

Ad2. Nalezy osiem krgzkéw o zmniejszajacej sie srednicy przetozyé z jednej pateczki na
drugg przestrzegajac odpowiednich zasad. Wazne jest aby wykona¢ to minimalng iloscig
ruchow.

Ad3. Super Farmer to gra wymyslona przez polskiego matematyka Karola Borsuka, polega
na odpowiedniej hodowli zwierzat i wymaga stosowania strategii.

KOMUNIKATY

Algorytmy kryptograficzne podziatu sekretu

Anna Barczyk, Instytut Matematyki
anna.barczyk@im.pcz.pl

Referat poswiecony jest jednemu z podstawowych probleméw kryptograficznych,
znanemu jako algorytm podziatu sekretu lub dzielenia tajemnicy. W pracy przedstawiono
przeglad i usystematyzowanie réznych modyfikacji algorytmu podziatu sekretu, podane
zostaty przyktady dziatania wybranych algorytméw. W referacie dokonano réwniez
poréwnania niektérych protokotéw podziatu sekretu, ich ztozonosci i skutecznosci.



Jakobiany nizszego stopnia

Grzegorz Biernat, Instytut Matematyki
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W prezentowanej pracy rozwazam odwzorowania wielomianowe dwoch zmiennych
zespolonych o jakobianach stopnia nizszego od maksymalnego (a wiec takiego
odwzorowania, dla ktérego stopien jakobianu jest mniejszy od sumy stopni wspétrzednych
tego odwzorowania pomniejszonej o 2). Podaje pewne oszacowanie miedzy liczbg zer tego
odwzorowania i liczbg zer odwzorowania, w ktéorym druga wspotrzedna jest zastgpiona przez
jakobian tego odwzorowania, a pierwsza pozostaje bez zmian. W tej nierdwnosci wystepuje
liczba gatezi w nieskonczonoéci wyrdznionej pierwszej wspétrzednej odwzorowania i jej
rodzaj (genus). Prezentowana praca lezy w kregu zagadnien dotyczacych hipotezy
jakobianowe;.

Zastosowanie zasady kontrakcji do rozwigzania pewnego
nieliniowego réwnania rézniczkowego niecatkowitego rzedu

Marek Btasik, Matgorzata Klimek, Instytut Matematyki
marek.blasik@im.pcz.pl , mpklimek@o2.pl

W referacie przedstawimy metode rozwigzywania sekwencyjnego roéwnania
rézniczkowego niecatkowitego rzedu postaci:

(Daz _all)otl )f(t)=l//(f,f(t)), (1)
w ktérym pochodne sg zadane jak nastepuje

D* (1) ="Dg. f (1) (2)

D*2 f(t) ="Dy1 “Dg2 "1 f (1), @y > 3)

Wprowadzimy jednoparametrowg rodzine norm na przestrzeni funkcji ciggtych
w skonczonym przedziale [0,b], oraz wykazemy ich réwnowaznos¢ z normg supremum.
Otrzymamy w ten sposdb przestrzen metryczng zupetna, z metrykg generowang przez nowg
norme. Rownanie (1) przeksztatcimy do warunku na punkt staty pewnego odwzorowania na
przestrzeni funkcji ciggtych. Wykorzystamy twierdzenie Banacha o punkcie statym oraz
uogdlnimy technike norm réwnowaznych Bieleckiego [2] w celu wykazania istnienia
i jednoznacznosci rozwigzania réwnania (1). Szczegétowe wyniki zawarto w pracy [1].
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Rozwiagzania przyblizone réwnan zawierajacych ztozenie lewo-
i prawostronnych pochodnych Caputo

Tomasz Btaszczyk, Instytut Matematyki
tomblaszczyk@gmail.com

W pracy rozwaza sie zwyczajne réwnania rozniczkowe zawierajgce ztfozenie lewo-
i prawostronnych pochodnych niecatkowitego rzedu. Obecnos¢ operatora, bedacego
ztozeniem dwoch typéw pochodnych powoduje trudnosci w poszukiwaniu rozwigzan
analitycznych tych réwnan. Wyniki uzyskane dotychczas w oparciu o twierdzenie o punkcie
statym, dotyczg tylko pewnych szczegdlnych przypadkéw. Dodatkowo rozwigzania te majg
postaé¢ dos¢ skomplikowanych szeregéw funkcji specjalnych lub szeregéw catek rzedu
utamkowego. Dlatego istotnym zagadnieniem staje sie opracowanie metod numerycznych



rozwigzan rozpatrywanych réwnan. W pracy proponuje sie schematy numeryczne w oparciu
o metode roznic skonczonych.

Wykorzystanie pakietu MAPLE do rozwigzywania zagadnien
inzynierskich — mozliwosci i ograniczenia

Jolanta Borowska, Instytut Matematyki
jolaborowska@o2.pl

Maple jest jednym z pakietdw matematycznych wspomagajacych prace naukowe
w zakresie nauk scistych. W programie wykorzystuje sie rachunek symboliczny, obliczenia
numeryczne i liczne procedury graficzne umozliwiajace wizualizacje danych i wynikéw
obliczen. Program uwalnia uzytkownika od recznego dokonywania wielu dtugich i zmudnych
przeksztatcen oraz obliczeh przez co umozliwia badaczom naukowym szybkie
rozwigzywanie ztozonych zadan jak tez stanowi pomoc dydaktyczng w nauczaniu studentéw
kierunkdéw scistych. W referacie zostang zaprezentowane przyktady $wiadczace o tym, ze
efektywne postugiwanie sie programami do obliczeh symbolicznych nie zwalnia uzytkownika
od posiadania odpowiedniej wiedzy matematycznej w zakresie rozwigzywanych probleméw.

Zastosowanie metody elementéw skonczonych do rozwigzywania
réownan anomalnej dyfuz;ji

Mariusz Ciesielski, Instytut Informatyki Teoretycznej i Stosowane;j
mariusz.ciesielski@gmail.com

Anomalna dyfuzja jest zjawiskiem wystepujgcym w przyrodzie najczesciej
w ztozonych systemach. Zjawisko to mozna modelowaé za pomoca réwnan rézniczkowych
czastkowych zawierajacych operatory niecatkowitego rzedu uwzgledniajgce efekt pamieci
rozwazanego systemu (w referacie rozpatrywany bedzie tylko operator Caputo).
Réwnoczesnie pojawia sie problem zwigzany z poszukiwaniem rozwigzan tych réwnan —
znane sg rozwigzania analityczne tylko niektérych typdw rownan. Pomocne w tym celu mogg
by¢ rozwigzania przyblizone. W referacie zostanie przedstawiony algorytm numeryczny
oparty na metodzie elementéw skonczonych dla zadania jednowymiarowego opisujacego
proces anomalnej dyfuzji uwzgledniajgcy warunki brzegowo-poczatkowe, ktére majg sens
fizykalny, tzn. zdefiniowanych jak dla klasycznego réwnania dyfuzji — I, Il i Ill rodzaju.
Réwnania anomalnej dyfuzji sg uogdlnieniem klasycznego réwnania dyfuzji, ktére moga
réwniez opisywac procesy relaksacyjne oraz procesy posrednie miedzy dyfuzjg a propagacjg
fali (tzw. procesy o charakterze relaksacyjno-oscylacyjnym). Szczegélnym przypadkiem
anomalnej dyfuzji jest réwniez uogdlnione rownanie Cattaneo-Vernotte’a, ktére moze
opisywac¢ niefourierowski przeptyw ciepta. Przedstawione zostang przyktadowe wyniki
rozwigzan numerycznych.

Transfer obciazen a struktura lawin krytycznych

Tomasz Derda, Instytut Matematyki
tomasz.derda@im.pcz.pl

Ewoluujace zniszczenie, takie jak pekanie czy rozrywanie, jest nieodwracalnym
procesem powodujgcym destrukcje komponentéw systemu. Formowanie sie peknie¢ jest
inicjowane przez lokalne mikropekniecia, ktore rozrastajg sie kiedy lokalne naprezenie
przekracza odpowiedni préog wytrzymatosci materiatu. Przy pewnej koncentraciji,
mikropekniecia zaczynaja dziataé spojnie  zwielokrotniajgc  lokalne  naprezenie
i w konsekwencji wywotujac fale zniszczen.

Znajomosc¢ przebiegu zniszczenia az do catkowitego zniszczenia i jego efektywny
opis sg istotne dla analizy mechanicznego zachowania systemu w odpowiedzi na
zastosowane obcigzenia. Z teoretycznego punktu widzenia zrozumienie zlozonosci procesu
zniszczenia pogtebia sie dzieki analizie odpowiednich modeli sieciowych. Przyktadem



o duzym znaczeniu jest rodzina modeli transferu obcigzenia, a szczegdlnie model witdkien
(ang. Fibre Bundle Model). W modelu witdkien zbidr elementdw jest umieszczony w weztach
sieci oraz losowane sg, z zadanym rozktadem prawdopodobienstwa, progi wytrzymato$ci dla
poszczegoélnych elementéw. Po zniszczeniu elementu jego obcigzenie jest transferowane do
innych niezniszczonych elementow. Rozwazane sg trzy reguty transferu obcigzenia: globalny
podziat obcigzenia (ang. global load sharing — GLS) — obcigzenie jest rowno dzielone na
pozostate elementy, lokalny podziat obcigzenia (ang. local load sharing — LLS) — obcigzenie
jest redystrybuowane do sgsiadujgcych elementéow oraz podziat obcigzenia z zastosowaniem
obszaréw Voronoi — obcigzenie jest rowno transferowane ws$réd elementéw lezacych
wewnatrz obszaréw Voronoi utworzonych przez grupe elementéw zniszczonych w kolejnych
jednostkach czasu.

W pracy przedstawione bedg charakterystyki statystyczne wielkosci lawin zniszczen
sub-krytycznych oraz krytycznych.

Ciepla sieciowe nosnikoéw energii

Zbigniew Domanski, Instytut Matematyki
zdomansk@gmail.com

Transport energii w formie ciepta za posrednictwem elektronéw oraz réznych
kwaziczgstek jest jednym z najintensywniej badanych zagadnien w ramach inzynierii
mechanicznej. Przez diugi okres ze wzgledu na aplikacje uwzgledniano tylko transport
odpowiadajagcy temperaturom otoczenia lub wyzszym. Naturalne wiec jest, ze inzynieria
mechaniczna nie dotykata probleméw zmiennosci ciepet sieciowych przy zmianie
temperatury materiatu. Jednak w obrebie prac dotyczacych inzynierii materiatowej sg juz
znane ciekawe prace, w ktérych uwzglednia sie w réwnaniach transportu ciepta role
elektronow z wyraznym uwzglednieniem kwantowe;j natury transportu
niskotemperaturowego. Z punktu widzenia fizyki mikroskopowe mechanizmy transportu
energii w formie ciepta uwzglednialy oddziatywania miedzy nosnikami tadunku
elektrycznego, kwaziczgstkami oraz siecig jesli transport dotyczyt srodowiska metali
o strukturze krystalicznej. Jednak najciekawsze sg wyniki eksperymentéw i analiz transportu
ciepta w uktadach mezoskopowych w niskich temperaturach poniewaz okazuje sie, ze
przeptyw ciepta w takich uktadach jest kwantowany. Oznacza to, ze istnieje minimalna porcja
przekazywanego “ciepta” podobnie jak istnieje minimalna wartos¢ przekazywanej energii.

Referat zawiera krétkie wprowadzenie do tematyki kwantowego przeptywu ciepta.

3D simulation of alloys solidification in the NuscaS system

Robert Dyja, Juliusz Mikoda, Instytut Informatyki Teoretyczneji Stosowane;j
robert.dyja@icis.pcz.pl , juliusz.mikoda@icis.pcz.pl

The authors present the capabilities of the authorial simulation system for particular
stages of solidification. This system uses the finite element method. It enables to perform
simulations of phenomena described by the partial differential equations. Currently the
NuscaS system consists of: library of finite elements, finite elements mesh generator,
modules for performing simulations of: heat transfer and solidification. The module of
solidification enables to conduct simulations: equilibrium solidification of two-component
alloys for three-dimensional problems. This paper presents results of exemplar simulations
that illustrate capabilities of the described tool. This results consist of: cooling curves, charts
of solid phase distribution, fields of temperature in cast and casting mould. The paper
concludes with remarks and discussion of obtained results.



O pewnych problemach stopowania ciggu sum nieujemnych
zmiennych losowych

Andrzej Grzybowski, Instytut Matematyki
azgrzybowski@gmail.com

Referat jest poswiecony problemom optymalnego stopowania. Polegajg one na
wyborze momentu podjecia okreslonego typu akcji, ktorej skutki zalezg od przebiegu
sekwencyjnie obserwowanego procesu losowego. W latach pieédziesigtych ubiegtego
stulecia problematyka optymalnego stopowania wyodrebnita sie z analizy sekwencyjnej
w osobny dziat normatywnej teorii decyzji. Obecnie modele rozwazane na gruncie tej teorii
znajdujg szerokie zastosowania w rozwigzywaniu rozmaitych probleméw pojawiajacych sie
na gruncie badan operacyjnych, ekonomii czy w analizie decyzji finansowych.

W referacie szczegotowo zostanie oméwiona nowa klasa tych zadan okre$lana jako
problemy typu blackjack. Problemy te formalnie mozna scharakteryzowac nastepujaco: Dany
jest ciag Xi, Xz, ..., Xy nieujemnych zmiennych losowych. Decydent obserwuje je kolejno,
za kazdym razem decydujac czy skonczy¢ obserwacje, czy tez je kontynuowac. Jezeli

k
zdecyduje sie zakonczy¢ obserwacje w chwili k, to otrzymuje wyptate réwng W (X X,;).

i=1

Zaktadamy, ze funkcja W :R, — R, osigga swe jedyne maksimum w punkcie T >0, zas dla
argumentéw mniejszych od T jest niemalejaca i dla argumentéw wiekszych od T jest
nierosnaca. Rozwigzanie takiego problemu polega na wskazaniu reguly decyzyjnej, tzw.
reguty stopu, ktéra zmaksymalizuje oczekiwang wypftate dla decydenta. Przedstawimy
pewne elementarne warunki, przy ktorych tak postawiony problem ma jawne i proste
rozwigzanie, omowimy problemy zwigzane z badaniem miar ryzyka zwigzanego
z optymalnymi regutami stopu oraz wskazemy interesujgce problemy, ktore jeszcze czekajg
na rozstrzygniecie.

Erlang Service System with Non-Homogeneous Demands

Magdalena Kawecka, Instytut Matematyki
magdalena.kawecka@im.pcz.pl

We discuss a M / G/ n/0 -type service systems with demands having some random
capacity (volume) (. We assume that the total capacity of demands present in the system at

arbitrary time moment ¢ is limited by the value (system capacity) V. For the case of service
time independent of the demand volume, we calculate demands number stationary
distribution and loss probability.

Equivalent norm/metric method for fractional differential equations
with Riemann-Liouville, Caputo or Hadamard derivative

Matgorzata Klimek, Instytut Matematyki
mpklimek@o02.pl

Fractional differential equations (FDE) emerged in applied mathematics as an
important tool to describe many processes and phenomena in physics, mechanics,
economics, control theory, engineering and bioengineering. During the last decades, the
theory of fractional differential equations has become an interesting and meaningful field of
mathematics (the results and references are summarized in monographs (Diethelm 2010;
Kilbas et al 2006; Kilbas and Truijillo 2001, 2002; Klimek 2009; Lakshmikantham et al 2009).
Since 2010 the FDE theory also was classified in the MSC system: under 34A08 for ordinary
fractional differential equations, 34K37 for functional fractional differential equations and
under 35R11 for partial fractional differential equations.

We shall present here existence-uniqueness results for sequential fractional
differential equations in the form of



(D))" f(O) =) a, (D) f(O) +y (. (),
k=1

where the basic differential operator is respectively Riemann-Liouville, Caputo or Hadamard
left-sided derivative. Assuming that the nonlinear term obeys the Lipschitz condition and
using the corresponding equivalent norm/metric on function space, we obtain a general
solution of the above equation generated by the stationary function of the highest order
derivative.
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O zgodnosci pewnych relacji stycznosci zbioréw

Tadeusz Konik, Instytut Matematyki
tadeusz.konik@im.pcz.pl

W pracy tej rozwazane sg pewne problemy zwigzane ze zgodnoscig relacji stycznosci
zbioréw w uogdlnionych przestrzeniach metrycznych (E,/).

Uogolniong przestrzenia metryczng nazywamy pare (E,[l), gdzie E jest dowolnym
niepustym zbiorem, natomiast / nieujemng funkcjg rzeczywistg okres$long na iloczynie
kartezjanskim E, x E, wszystkich niepustych podzbioréow £, zbioru E.

Problemy zgodnosci relacji stycznosci dotycza relacji stycznosci zbiorow okreslone;j
przez W. Waliszewskiego:

(1) T,(a,b,k,p):={(A4,B): A,B e E,, para zbiorow (A4, B) jest (a,b) - skupiona

w punkcie p przestrzeni (E,l) oraz

rikl(A M Sl(p’r)a(r)’ Bn Sl(p’r)b(r))TO )
Jesli (4,B)eT(a,b,k,p), to mébwimy, ze zbiér 4 € E,, jest (a,b)-styczny rzedu k do zbioru
B € E, w punkcie p przestrzeni (E,/).
Dwie relacje stycznosci T, (ay,b,k,p) i T, (a,,b,,k,p) nazywamy zgodnymi
w zbiorze E, jesli

(2) (4,B) €T, (a),b,k,p) < (4,B) €T (ay,b,,k,p) dla A,B€E,.
W pracy zostang podane pewne twierdzenia bedace warunkami wystarczajgcymi dla
zgodnosci relacji stycznosci T,I (a,b,,k, p) i T,2 (a,,b,,k, p)

w uogélnionych przestrzeniach metrycznych.



Processor Sharing System with Random Volume Demands

tukasz Kotyla, Oleg Tikhonenko, Instytut Matematyki
lukasz.kotyla@im.pcz.pl , oleg.tikhonenko@im.pcz.pl

We discuss a Processor sharing M /G /1-type system with demands having some
random capacity (volume) (. We assume that the total capacity of demands present in the

system at arbitrary time moment t is limited by the value (system capacity) V. For the case of
demand length independent of the it's volume, we calculate demands number stationary
distribution and loss probability.

Zastosowanie metody funkcji Greena w analizie drgan ptyt
eliptycznych

Stanistaw Kukla, Instytut Matematyki
stanislaw.kukla@im.pcz.pl

W pracy przedstawiono rozwigzanie zagadnienia drgah wiasnych piyty eliptycznej
z podporami sprezystymi. Czestosci drgan i funkcje wiasne otrzymano stosujgc metode
funkcji Greena. Wystepujgce w rozwigzaniu zagadnienia funkcje Greena operatora
biharmonicznego wyznaczono wykorzystujgc funkcje Greena operatora Helmholtza
w obszarze eliptycznym. Wprowadzajac wspotrzedne eliptyczne otrzymano zagadnienia
brzegowe, ktorych rozwigzania wyrazone przez funkcje Mathieu i zmodyfikowane funkcje
Mathieu, zostaty wykorzystane do skonstruowania funkcji Greena w uktadzie eliptycznym.
Wyprowadzone réwnanie czestosci drgan wiasnych ptyty eliptycznej z podporami
sprezystymi  rozwigzywane jest numerycznie. Przedstawiono przyktady badan
numerycznych, ktérych celem byto okreslenie wptywu parametréw charakteryzujacych uktad
na jego drgania swobodne.

Stany naprezenia w czesciach obrabianych cieplnie strumieniem
powietrza

Adam Kulawik, Instytut Informatyki Teoretycznej i Stosowanej
adam.kulawik@icis.pcz.pl

W procesie wytwarzania czeéci stalowych istotng role odgrywa ich obrdbka
termiczna. Obrabianie termiczne czesci maszyn czesto odbywa sie na transporterach
tasmowych, gdzie czesci przechodzag kolejno przez kanaty nagrzewajace oraz chiodzace.
W celu zwiekszenia intensywnosci nagrzewania lub chtodzenia wykorzystuje sie wymuszony
ruch powietrza lub cieczy. Opisywany proces produkcyjny jest stosowany do wykonywania
elementdéw wieloseryjnych, gdzie btad technologiczny na etapie projektowania jest bardzo
kosztowny. W procesie hartowania elementéow stalowych duze zmiany temperatury
doprowadzajg do powstawania znaczacych naprezen, ktére mogg doprowadzi¢ do
zniszczenia czesci podczas produkcji lub podczas ich eksploatacji. W celu eliminacji wad,
przed wdrozeniem technologii produkcji, wykorzystuje sie modelowanie numeryczne.

W pracy przedstawiono model numeryczny procesu hartowania elementéw stalowych
nagrzewanych oraz chiodzonych strumieniem ciepta. Prezentowany model numeryczny
hartowania jest zbudowany z modutéw obliczeniowych dotyczacych zjawisk przewodzenia
ciepta, przemian fazowych, zjawisk mechanicznych oraz zjawisk ruchéw chtodziwa.

Do modelowania pdl temperatury zastosowano model numeryczny rozwigzujacy
réwnanie przewodzenia ciepfa z cztonem konwekcyjnym. Wykorzystano uogdiniong metode
roznic skonczonych ze stabilizacjg ze wzgledu na predko$¢. Kinetyke przemian fazowych
w stanie statym okreslano na postawie makroskopowego modelu z wykorzystaniem
wykreséw CTP i empirycznych réwnan Avramiego oraz Koistinena-Marburgera. Model
zjawisk mechanicznych zbudowano z wykorzystaniem metody elementéw skornczonych. Do
modelowania zmiennych warunkéw chtodzenia wykorzystano rozwigzanie numeryczne



réwnan Naviera-Stokesa, rownanie cigglosci oraz rownanie Poissona. Zbudowane modele
numeryczne zweryfikowano za pomocg testdw numerycznych, analitycznych oraz badan
eksperymentalnych.

Pseudogrupy przeksztatcen jako uogdélnione péigrupy inwersyjne

Jolanta Lipinska, Instytut Matematyki
jolanta.lipiska3@neostrada.pl

Jest to kontynuacja referatu wygtoszonego na poprzedniej konferenciji,
a zatytutowanego ,Pseudogroups of transformations on antidiscrete topological spaces”.
Poniewaz tylko pseudogrupy przeksztatcen na przestrzeniach topologicznych
antydyskretnych bedg grupami (w sensie algebraicznym, biorgc sktadanie przeksztatcen jako
dziatanie), pojawia sie pytanie, czym beda dowolne pseudogrupy przeksztatcen, zaréwno w
sensie definicji Ehresmanna, jak i Schoutena-Haantjesa. Odpowiedz jest nastepujgca:
algebraicznie bedg to uogdinione potgrupy inwersyjne. W referacie omowie pseudogrupy
w sensie obu definicji i pokaze, jakie konsekwencje algebraiczne wynikajg z tak przyjetych
definicji.

Symetria odbiciowa w analizie niecatkowitego rzedu — przykitad

rownania ruchu

Maria Lupa, Instytut Matematyki
maria.lupa@im.pcz.pl

Rozwazymy symetrie odbiciowg w przedziale ograniczonym i zwigzane z nig
wlasnosci operatorow niecatkowitego rzedu. Zdefiniujemy pochodng symetryczng
i antysymetryczng. Operator odbicia wyznacza takze czes$¢ symetryczng i antysymetryczng
funkcji. Nastepnie dla skladowych funkcji wykazemy twierdzenie o reprezentacji dla rzedu
w zakresie (1,2) — pozwalajgce przedstawi¢ pochodne zadane w przedziale [0,b] poprzez
pochodne zlokalizowane w przedziale [0,b/2]. Stosujgc wiasnosci symetrii odbiciowej
pochodnych NR mozna otrzyma¢ nowe rownania ruchu w mechanice frakcjalne;.
Wyprowadzimy je dla prostego modelu i oméwimy lokalizacje réwnan Eulera-Lagrange’a
w tym szczegdinym przypadku.

Niezrownowazony model produkcyjno - konsumpcyjny

Marek Ladyga, Maciej Tkacz, Instytut Matematyki
marek.ladyga@im.pcz.pl , maciej.tkacz@im.pcz.pl

W pracy przedstawiono iteracyjng metode doprowadzenia do zréwnowazenia modelu
produkcyjno-konsumpcyjnego. W modelu tym zaklada sie, ze taczny popyt przewyzsza
taczng podaz w ustalonym okresie czasu. Zaproponowana metoda polega na tym, iz
w kazdym kroku iteracyjnym kazdy kontrahent faktycznie ustepuje. Ustepstwo to nie
przekracza granicy ich mozliwosci produkcyjnych lub konsumpcyjnych. W kazdym
nastepnym kroku iteracyjnym wielko$¢, jaka pozostata do zrownowazenia modelu jest
mniejsza od poprzedniej. Do zréwnowazenia modelu dochodzi w skohczonej liczbie krokow.
Liczba ta nie przekracza ilosci kontrahentow.

Perkolacja na siatkach skonczonych w obecnosci przeszkoéd

Karol Pasternak, Instytut Matematyki
karol.pasternak@im.pcz.pl

Termin perkolacja oznacza przeptyw Ilub przeciekanie. Poczatkowo dotyczyt
przeptywu ptynu przez sie¢ czesciowo (losowo) zablokowanych kanatéw. Obecnie teoria
perkolacji moze by¢ stosowana do opisu wielu zjawisk fizycznych jak np. przeptyw cieczy



w osrodku porowatym, rozprzestrzenianie sie choréb w okreslonej populacji, sie¢
elektryczna. Z omawianym zjawiskiem $cisle zwigzane sg przedstawione w prezentacji
pojecia prawdopodobienstwa wystapienia perkolacji (Pp), klastra, progu perkolacji (p.) oraz
wyktadnika krytycznego (3).

Badane uktady zadane sg na kwadratowych siatkach o okreslonych rozmiarach LxL.
Podczas prezentacji oméwimy wplyw pojawienia sie przeszkdd na proces perkolacji
w uktadzie o skohczonym rozmiarze. Pordwnamy zjawisko perkolacji w ukladach bez
przeszkdd z uktadami z przeszkodami symetrycznymi. Przeprowadzone symulacje
komputerowe sg kontynuacjg badan przedstawionych w pracy [1].
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Modele Il generacji w procesie krzepniecia czystych metali

Edyta Pawlak, Sylwia Lara — Dziembek, Instytut Matematyki
eappawlak@gmail.com , sylwia.lara@im.pcz.pl

W pracy omowiono problemy zwigzane z modelowaniem krzepnigcia czystych metali
(modele makro/mikro). W réwnaniu rézniczkowym Fouriera-Kirchhoffa (opis makroskopowy)
wydajnos¢ sktadnika zrédtowego determinujgcego przebieg procesu krzepniecia wynika
z analizy procesu na poziomie mikro. Przedstawiono znane z literatury opisy matematyczne
procesu nazywane modelem liniowym i modelem wyktadniczym. Pokazano, ze ich
uogdlnieniem jest zaproponowany przez Mochnackiego i in. model potegowy. Na etapie
obliczen w skali mikro wykorzystano prawa zarodkowania i wzrostu. Analizowane zadanie
brzegowo-poczatkowe rozwigzano wykorzystujgc metode réznic skonczonych. W koncowej
czesci pracy pokazano przyktady wynikow symulacji numerycznych.

Mathematical model of local instability of sandwich panel in
bending

Zbigniew Pozorski, Instytut Konstrukcji Budowlanych Politechniki Poznanskiej
zbigniew.pozorski@ikb.poznan.pl

Local instability of compressed face is one of basic mechanisms of sandwich panel
failure. The phenomenon appears particularly in case of thermally loaded multi-span
structures. The most preferably method of wrinkling stress determination is expensive
experimental method until now.

The aim of the paper is creation of the mathematical model through analysis of
experimental results. This model may be particularly useful in evaluation of structure
response subjected to, difficult to realize experimentally, thermal actions.

The first stage of the study was execution of numerous laboratory tests of bending of
sandwich panels. For panels with various span and depth, the influence of loading and
supporting of the system on the admissible stress in compressed face was analyzed.

In the second stage mathematical models of wrinkling phenomenon were studied.
Among others conceptions, the usefulness of the model described by the differential
equation

B -w" (x) + P-w' (x) + k- w(x) = g(x) (1)

was discussed. The symbols By, w, k, wp and g denote bending stiffness of the face,
displacement perpendicular to the face, foundation stiffness, initial displacement and
transverse loading, respectively. The essential role in the model plays stiffness of the
foundation k. This stiffness k depends on physical and geometrical parameters of the soft
core of sandwich panel.



During the model calibration came out many difficulties. The model is very sensitive to
boundary conditions. Its worth to underline that class of boundary conditions must
correspond to class of the model of sandwich structure. Additionally it was proved that
geometrical imperfections, which have place in real structures, dramatically change wrinkling
stress capability.

The examined mathematical model tured out to be useful in the description of the
local instability of sandwich panel in bending. The applicability of the model is conditioned by
the proper determination of the model parameters and boundary conditions.

Zastosowanie pewnej metody minimalizacji niewypukiych
funkcjonaléw do analizy jednowymiarowego zagadnienia typu
Dirichleta

Piotr Puchata, Instytut Matematyki
piotr.puchala@im.pcz.pl

Przedstawiamy probe analizy minimalizacji funkcjonatu catkowego typu Dirichleta
w przypadku jednowymiarowym. Funkcja podcatkowa jest zdefiniowana jako minimum
funkcji kwadratowych, jest wiec niewypukfa. Niewypuktosé funkcji podcatkowej nie pozwala
na zastosowanie klasycznych twierdzen przy badaniu infimum. Zazwyczaj w takich
przypadkach dokonuje sie relaksacji funkcjonatu: minimalizuje sie jego uwypuklenie. Cze$é
informacji jest jednak tracona w wyniku uwypuklenia. Referat przedstawia prébe
zastosowania w jednowymiarowym przypadku metody zaproponowanej przez prof.
Z. Naniewicza minimalizowania funkcjonatéw, ktérych integrandy majg postaé minimum
funkcji kwaziwypuktych.

Wplyw potozenia przegubu na dywergencyjng i flatterowa utrate
statecznosci kolumny poddanej obcigzeniu uogélnionemu

Krzysztof Sokét, Instytut Mechaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn
soki1981@wp.pl

Publikacje naukowe opisujace zagadnienie drgan poprzecznych i statecznosci
geometrycznie nieliniowych smuktych uktadéw pretowych poddanych obcigzeniom
niekonserwatywnym pojawity sie juz w latach szes$cédziesiatych ubiegtego wieku.
Rozpatrywano wtedy miedzy innymi wptyw takich parametrow jak wspofczynnik $Sledzenia,
asymetria sztywnosci na zginanie oraz sztywnos$¢ sprezyn podpierajgcych badane kolumny
na rodzaj utraty statecznosci oraz wartos¢ obcigzenia bifurkacyjnego i krytycznego.

W niniejszej pracy przedstawiono zagadnienie drgan wiasnych kolumny
geometrycznie nieliniowej tracacej statecznosé poprzez dywergencje lub flatter. Badany
uktad, ktoérego pret pierwszy jest pretem ciggtym, a prety drugi i trzeci potgczone sg
przegubem i sprezyng rotacyjng o sztywnosci C, obcigzony jest sitg skupiong P, ktérej
kierunek dziatania zmienia sie w zaleznosci od wspétczynnika sledzenia n. Gtéwnym celem
badan jest okreslenie wptywu potozenia przegubu na warto$¢ obcigzenia dywergencyjnego
i flatterowego oraz na czestos¢ drgan wtasnych uktadu. Prezentowane wyniki dotyczg takze
wptywu sztywnos$ci sprezyny rotacyjnej i wspotczynnika sledzenia n na badane wielkosci.

Wplyw szybkosci chtodzenia/nagrzewania kriosondy na przebieg
procesu zamrazania tkanki

Jarostaw Siedlecki, Wioletta Tuzikiewicz, Instytut Matematyki
jaroslawsiedlecki@gmail.com , wioletta-p.128@tlen.pl

Praca dotyczy numerycznego modelowania zabiegdw  kriochirurgicznych.
W szczegdlnosci rozpatruje sie walcowg kriosonde zewnetrzng dziatajgcg na powierzchnie
tkanki skornej. Z matematycznego punktu widzenia proces zamrazania tkanki opisany jest



tzw. réwnaniem Pennesa z dodatkowym sktadnikiem (funkcjg 2zrodta) sterujgcym
wydzielaniem sie utajonego ciepta zamrazania.

Koncéwka kriosondy stygnie od temperatury otoczenia do temperatury minimalnej,
a nastepnie jest podgrzewana na powrét do temperatury otoczenia. Funkcja opisujgca
Zmiennos¢ temperatury koncéwki jest linig tamana, przy czym predkosci chifodzenia
i nagrzewania sg takie same (réznig sie znakiem). W pracy badano wrazliwosé
nieustalonego pola temperatury na zmiany tych predkosci. Wykorzystano metode
bezposrednig analizy wrazliwo$ci.

Zadanie podstawowe i zadanie analizy wrazliwosci rozwigzano metodami
numerycznymi (MRS).

W koncowej czesci pracy przedstawiono wyniki obliczen numerycznych.

Przewodnictwo cieplne w procesie zageszczania

Magdalena Szecéwka, Instytut Matematyki
magdalena.szecowka@gmail.com

Zaréwno w praktyce inzynierskiej jak i badaniach teoretycznych czesto mamy do
czynienia z transportem energii w materiatach o budowie niejednorodnej. Duze znaczenie
aplikacyjne majgq takie przyktadowe zjawiska transportu jak: rozchodzenia sie dzwieku,
transport ciepta lub tadunku elektrycznego w granulatach. Zjawiska te wykazujg wiele
zdumiewajgcych wiasciwosci, ktére wynikaja ze skomplikowanych oddziatywan pomiedzy
ziarnami, w szczegolnoéci sg skutkiem wrazliwosci granulatu na upakowanie
i charakterystyke powierzchni ziaren. Dla materiatdbw sypkich warto§¢ wspoétczynnika
przewodnictwa zalezy od chropowatosci powierzchni ziaren, rodzaju materiatu oraz od
ci$nienia zewnetrznego utrzymujgcego granulat w okreslonej objetosci.

Liczne analizy transportu ciepta w osrodkach niejednorodnych, ktérymi sg tez
granulaty, wykorzystujg przyblizenia, w tym bardzo popularne podejscie tzw. osrodka
efektywnego (EMA - Effective Medium Approximation). Podejscie to umozliwia przyblizone
rozwigzania réwnan opisujgcych pole temperatur, ktére z kolei wprowadza szczegdtowg
charakterystyke wiasnosci transportowych mikrostruktury. W ramach EMA, transport ciepta
przez heterogeniczny o$rodek moze byé wyrazone analogicznie do opisu stosowanego
w przypadku transportu w o$rodku jednorodnym

o(T) 3 = 2o ¥°T. (1)

z tg réznica, ze wspotczynnik A, jest zmienng losowa. Wspdtczynnik ten jest wyliczany jako
odpowiednia wielko$¢ charakteryzujgca stochastyczng nature osrodka niejednorodnego.
Najczesciej charakterystyka ta jest estymatorem wartosci sredniej, przy czym czesto sg
szacowane rowniez inne typowe charakterystyki statystyczne takie jak, wariancja lub
skosnosc¢ rozktadu A .

We wzorze (1) wystepujace wielkosci to: Srednia temperatura uktadu - T,
Aggr - Wspbtczynnik przewodnosci cieplnej, ¢(T) - przeptyw ciepta. Rownanie (1) przedstawia
rodzaj operacyjnego punktu widzenia, gdy system jest traktowany jako czarna skrzynka,
ktorej wejscia i wyjscia charakteryzujg sig réznymi temperaturami i 1.-, agreguje wszystkie
lokalne informacje o szczegdtach probki.

Przestawione beda wyniki obliczen wspodiczynnika A, w funkcji rozktad

niejednorodnosci materialowych oraz gestosci osrodka, ktéra jest miarg przytozonego
cisnienia zewnetrznego.



Zastosowanie Metody Elementéw Skonczonych do optymalizacji
parametréw formowania cienkowarstwowych
wysokotemperaturowych tasm nadprzewodzacych

Katarzyna Szota, Instytut Matematyki
kszota@wp.pl

W pracy przedstawiono model numeryczny okres$lajacy wptyw warunkéw formowania
na stan naprezen i odksztatcen wystepujagcych w cienkowarstwowych nadprzewodnikach
wysokotemperaturowych. W artykule zostaly zaprezentowane wyniki obliczen, ktére opieraty
sie na metodzie elementéw skonczonych. Opracowany model jest bardzo istotny w aspekcie
utylitarnym, poniewaz moze z powodzeniem staé sie narzedziem obliczeniowym
wspierajgcym decyzje inzynierskg, a odpowiedni dobor parametréw formowania
wysokotemperaturowych ceramicznych tasm nadprzewodzacych umozliwia ograniczenie
degradaciji ich parametréw pradowych.

Three-Dimensional Numerical Model of Solidification with Motion of
the Liquid Phase

Ewa Wegrzyn-Skrzypczak, Instytut Matematyki
ewa.skrzypczak@im.pcz.pl

The paper presents numerical modeling of solidification process with convective
motion of the liquid phase, generated both in the liquid and mushy zones. The transition
region between the areas filled with liquid and solid is treated as a porous medium, which
incorporates the suppression of fluid motion caused by the solid phase growth. Mathematical
and numerical models of the phenomenon for three-dimensional domain are presented. To
solve the problem Finite Element Method is used. The results obtained from numerical
simulation are presented and discussed.

Keywords: Solidification; Binary alloy; Natural convection; Numerical modeling; Finite
Element Analysis.
Macierze Greena w zagadnieniach drgan belek Timoshenki

Izabela Zamorska, Instytut Matematyki
izabela.zamorska@im.pcz.pl

W pracy oméwiono zagadnienie drgan belki Timoshenki o zmiennych parametrach
charakteryzujgcych jej wlasnosci geometryczne i mechaniczne. W teorii Timoshenki ruch
belki opisuje uktad dwdch rownan rézniczkowych czgstkowych:

d
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Uktad ten mozna sprowadzi¢ do ukfadu dwoch rownan rézniczkowych zwyczajnych
czwartego rzedu o zmiennych wspoétczynnikach, jednak jego rozwigzanie analityczne
w ogoélnym przypadku jest niemozliwe. Do wyznaczenia czestosci drgan witasnych belki
mozna zastosowaé metode funkcji (macierzy) Greena. Aby wyznaczy¢ macierz Greena
nalezy rozwigza¢ jednorodne rownania rézniczkowe czwartego rzedu o zmiennych
wspoitczynnikach, w tym celu wykorzystano metode szeregdw potegowych. Macierze Greena
wyznaczono dla wybranych postaci zmiennych parametréw rownan.



